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* Each problem that I solved became a rule, which served afterwards to solve other problems.
Rene Descartes

 * In mathematics the art of proposing a question must be held of higher value than solving it.
Georg Cantor


Sö dông ¸nh x¹ trong gi¶i c¸c bµi to¸n tæ hîp
Trong phÇn nµy t«i sÏ trao ®æi víi c¸c b¹n thªm vÒ ph­¬ng ph¸p sö  dông ¸nh x¹ ®Ó gi¶i c¸c bµi to¸n tæ hîp. §©y lµ mét ph­¬ng ph¸p kh«ng míi nh­ng rÊt thó vÞ. Nã cã thÓ ®­a ra nh÷ng lêi gi¶i kh¸ bÊt ngê cho nh÷ng bµi to¸n  tæ hîp khã. T«i sÏ cè g¾ng tr×nh bµy thËt ng¾n gän vµ dÔ hiÓu. V× vËy ,  t«i cã mét ®Ò nghÞ nhá, ®ã lµ viÖc chøng minh c¸c ¸nh x¹ ®­îc sö dông lµ ®¬n ¸nh hay toµn ¸nh , song ¸nh  sÏ do b¹n ®äc tù chøng minh. Nh÷ng ¸nh x¹ ®ßi hái xö lÝ phøc t¹p  t«i sÏ tr×nh bµy cÆn kÏ, dÔ hiÓu nhÊt cã thÓ.
TrÇn Xu©n Th¾ng
I - Nguyªn lÝ ®¬n ¸nh, song ¸nh, toµn ¸nh


Víi A, B lµ c¸c tËp hîp h÷u h¹n. XÐt f  lµ mét ¸nh x¹ ®i tõ A vµo B
· NÕu f  lµ ®¬n ¸nh th× |A| ≤ |B|
· NÕu f  lµ toµn ¸nh th× |A| ≥ |B|
· NÕu f  lµ song ¸nh th× |A| =|B|
II - C¸c bµi tËp ¸p dông
Chóng ta sÏ b¾t ®Çu tõ nh÷ng bµi to¸n c¬ b¶n:

1. Cho tËp A={1,2,…2n}. Mét tËp con B cña A gäi lµ tËp c©n nÕu trong tËp ®ã sè c¸c sè ch½n b»ng sè c¸c sè lÎ. TËp rçng còng lµ mét tËp c©n . Hái A chøa bao nhiªu tËp c©n. ( Tµi liÖu Chuyªn to¸n- §¹i sè vµ gi¶i tÝch 11 )
Gi¶i Ta thÊy ®©y lµ mét bµi to¸n chøng minh lùc l­îng cña hai tËp hîp b»ng nhau. Mét c¸ch tù nhiªn ta nghÜ tíi viÖc thiÕt lËp mét song ¸nh gi÷a hä c¸c tËp c©n cña A víi c¸c tËp con cã n phÇn tö cña A. §iÒu ®ã gîi ý ta ®Õn h­íng gi¶i cña bµi to¸n. 
Gäi M lµ hä tÊt c¶ c¸c tËp c©n cña A, N lµ hä c¸c tËp con cña A cã n phÇn tö.

XÐt X={2,4,…2n} lµ tËp c¸c sè ch½n cña A
       Y={1,2,..2n-1} lµ tËp c¸c sè lÎ cña A

Gäi B lµ mét phÇn tö thuéc M th× B lµ mét tËp c©n. Gäi B1 vµ B2 thø tù lµ tËp c¸c sè     ch½n vµ sè lÎ cña B. Theo ®Þnh nghÜa tËp c©n ta cã | B1|=|B2| . XÐt mét ¸nh x¹ f  tõ M vµo N nh­ sau : f(B)=B1 ( ( Y \ B2 )    
Do B1 vµ Y \ B2 lµ hai  tËp rêi nhau nªn ta cã |f(B)|=|B1|+|Y\B2|=|B1|+|Y|-|B2|=|Y|=n

VËy f(B)( N
C«ng viÖc cßn l¹i cña ta chØ lµ chøng minh  f  lµ song ¸nh.

+ f lµ ®¬n ¸nh : Gi¶ sö tån t¹i B , C 

 M mµ f(B)=f(C). Suy ra 

B1 ( ( Y \ B2 ) = C1 ( ( Y \ C2 )
MÆt kh¸c do B1 , C1 lµ tËp c¸c sè ch½n cßn ( Y \ B2 ) , ( Y \ C2 ) lµ tËp c¸c sè lÎ nªn 
B1=C1 vµ   ( Y \ B2 ) = ( Y \ C2 ) → B1=C1 vµ B2=C2 

Suy ra B=C. 
VËy f lµ ®¬n ¸nh 

+ f lµ toµn ¸nh : Víi D 

 N lµ mét tËp con cña A cã N phÇn tö, ta kÝ hiÖu M1, M2 lµ tËp c¸c sè ch½n vµ c¸c sè lÎ cña M. Khi ®ã ®Æt B1=M1, B2=Y\M2 vµ B=B1 (B2
Ta cã |B1|=|M1| vµ |B2|=|Y|-|M2|=n-|M2|=|M|-|M2|=|M1|  suy ra |B1|=|B2| 

Do ®ã B lµ mét tËp c©n. VËy f còng lµ toµn ¸nh
Tõ ®©y ta cã thÓ kÕt luËn ®­îc r»ng f lµ song ¸nh

V× cã mét song ¸nh gi÷a M vµ N nªn |M|=|N|.  MÆt kh¸c ta l¹i cã |N|= Cn2n
VËy A cã Cn2n tËp c©n.
2.  Cho k, n lµ c¸c sè nguyªn d­¬ng. T×m sè nghiÖm nguyªn kh«ng ©m cña ph­¬ng tr×nh :    x1 + x2 + … + xk = n (*) ( Bµi to¸n chia kÑo cña EULER )
§©y cã lÏ lµ bµi to¸n “ x­a nh­ tr¸i ®Êt” cña to¸n tæ hîp.  Cã thÓ kÓ ra mét vµi ph­¬ng ph¸p gi¶i quyÕt ®èi víi bµi to¸n nµy nh­  ®ệ quy, hàm sinh,…Nh­ng ë ®©y chóng ta sÔ tiÕp cËn nã theo mét gãc nh×n kh¸c : Song ¸nh. Mét c¸ch tù nhiªn ta nghÜ ®Õn viÖc thiÕt lËp mét ¸nh x¹ tõ tËp {x1 , x2 , … , xk }. Vµ ®Ó thuËn tiÖn ta sÏ cho ¸nh x¹ nµy ch¹y vµo mét d·y nhÞ ph©n , ®­a bµi to¸n trë vÒ ®Õm tæ hîp th«ng th­êng.
Gi¶i Gäi A lµ hä c¸c bé {x1 , x2 , …  xk }tho¶ m·n, B lµ hä c¸c d·y nhÞ ph©n cã ®é dµi n+k-1 gåm k-1 bit 0

XÐt ¸nh x¹ f  cho bëi quy t¾c : Víi mçi bé {x1 , x2 , …  xk } ta thùc hiÖn viÕt liªn tiÕp tõ tr¸i qua ph¶i x1 bit 1, råi ®Õn 1 bit 0, råi l¹i ®Õn x2 bit 1, cø nh­ thÕ ®Õn hÕt xn. Nh­ vËy øng víi mçi bé{x1 , x2 , …  xk } ta x©y dùng ®­îc mét d·y nhÞ ph©n cã ®é dµi n+k-1 gåm k-1 bit 0 vµ n bit 1. DÔ dµng chøng minh ®­îc f  lµ mét song ¸nh.

VËy sè nghiÖm cña ph­¬ng tr×nh (*) sÏ t­¬ng øng víi sè d·y nhÞ ph©n nhÞ ph©n cã ®é dµi n+k-1 gåm k-1 bit 0 vµ n bit 1. MÆt kh¸c mçi d·y nhÞ ph©n t­¬ng øng víi mét c¸ch chän k-1 vÞ trÝ cho bit 0 nªn sè d·y nhÞ ph©n tho¶ m·n lµ Ck-1n+k-1
RÊt ng¾n gän vµ dÔ hiÓu !
3. Cho X={1,2,...n} . A lµ mét tËp con cña X. A gäi lµ tËp bÐo nÒu mäi phÇn tö cña A ®Òu kh«ng nhá h¬n sè phÇn tö cña nã. TËp rçng còng lµ mét tËp bÐo. Khi ®ã ®Æt an lµ hä c¸c tËp con bÐo cña X  sao cho mét tËp bÐo bÊt k× kh«ng chøa hai sè liªn tiÕp, bn  lµ hä c¸c tËp con cña X  mµ hai phÇn tö bÊt k× h¬n kÐm nhau Ýt nhÊt 3 ®¬n vÞ. Chøng minh an=bn
Gi¶i  

C¸ch 1  Ta ®i tÝnh lÇn l­ît  an, bn
*) TÝnh an 

Gäi M lµ hä c¸c tËp bÐo cã k phÇn tö tho¶ m·n ®Ò bµi. . Gäi N lµ hä c¸c tËp con cã k phÇn tö cña {k, k+1, … n-k+1} 

 XÐt f : M → N cho bëi quy t¾c : Gi¶ sö M = { m1, m2,….mk} 

 M. Do ®ã n ≥ mi ≥ k víi i = eq \x\to(\a(,))
 . Kh«ng gi¶m tæng qu¸t gi¶ sö  mi < mj víi i < j.
§Æt m1=n1 ;  m2 - 1 = n2 ; m3 -2=n3 ; … mk-k+1=nk

Do M kh«ng chøa hai sè liªn tiÕp nªn m1 < m2 -1 < …< mk-k+1
Suy ra k ≤ n1< n2 <… < nk ≤ n-k+1 . Ta ®Þnh nghÜa f(M)=N  = { n1, n2,….nk} Khi ®ã N 

 N
Ta dÔ dµng chøng minh ®­îc f  lµ song ¸nh. MÆt kh¸c |N| chÝnh lµ c¸ch chän k phÇn tö tõ tËp {k,k+1,…n-k+1} vµ b»ng Ckn-2k+2
VËy an= ∑ Ckn-2k+2  trong ®ã k ch¹y tõ 0 ®Õn n ( quy ­íc Cik=0 nÕu i ≥ k hoÆc k<0)

*) TÝnh bn
ý t­ëng cña chóng ta còng lµ thiÕt lËp mét song ¸nh ®i tõ  hä c¸c tËp con cña X  mµ hai phÇn tö bÊt k× h¬n kÐm nhau Ýt nhÊt 3 ®¬n vÞ sang mét tËp kh¸c dÔ ®Õm h¬n. Lóc nµy dùa vµo ý t­ëng ®· h×nh thµnh ë chç tÝnh an ta còng m¹nh d¹n thiÕt lËp mét song ¸nh t­¬ng tù.

Gäi C lµ hä c¸c tËp con cã q phÇn tö cña X  mµ hai phÇn tö bÊt k× h¬n kÐm nhau Ýt nhÊt 3 ®¬n vÞ. D lµ hä c¸c tËp con cã q phÇn tö cña tËp {1,2,… n-2q+2}. 
Ta thiÕt lËp mét ¸nh x¹ f : C → D nh­ sau : Gi¶ sö C = {c 1, c2,….cq} 

 C. ta cã    thÓ gi¶ thiÕt c1 < c2 < … < cq . §Æt di=ci-2i+2 víi i = eq \x\to(\a(,))
. V× ci+1-ci ≥ 3 nªn di+1-di ≥ 1
Do ®ã 1 ≤ d1 < d2 <… < dq ≤ n - 2q + 2.
Ta ®Þnh nghÜa f (C)=D = {d1 , d2 ,… dq}suy ra D 

 D. Ta còng dÔ dµng chøng minh ®­îc f  lµ song ¸nh. 

MÆt kh¸c |D| chÝnh lµ c¸ch chän q phÇn tö tõ tËp {1, 2,…n-2q+2} vµ b»ng Cqn-2q+2
Khi cho q ch¹y tõ 1 ®Õn n ta cã  bn=∑|C|=∑|D|=∑Cqn-2q+2 víi q={1,2,…n}

( ta còng quy ­íc nh­ trªn )

§Õn ®©y ta dÔ dµng suy ra ®­îc an=bn. VËy ta cã dpcm

Râ rµng hai ¸nh x¹ sö dông trong tÝnh an vµ b​n cã vÎ kh¸ gièng nhau : sù xuÊt hiÖn mê ¸m cña  Ckn-2k+2  . §iÒu nµy gîi cho ta liªn t­ëng tíi mét song ¸nh trùc tiÕp gi÷a an vµ b​n . §©y chÝnh lµ c¬ së h×nh thµnh c¸ch gi¶i thø hai cña bµi to¸n. 
C¸ch 2 Gäi A lµ hä c¸c tËp bÐo cã k phÇn tö tho¶ m·n ®Ò bµi, B lµ hä c¸c tËp con cña X cã tÝnh chÊt hai phÇn tö bÊt k× h¬n kÐm nhau Ýt nhÊt 3 ®¬n vÞ.
Ta thiÕt lËp mét ¸nh x¹ f : A → B nh­ sau : Gi¶ sö A = {a1, a2, …ak} 

 A . Ta cã thÓ gi¶ sö k  ≤ a1 < a2 < a3 <… < ak ≤ n. §Æt b1+k-1=a1, b2+k-2=a2, ….bk=ak.
 Ta cã ai+1 ≥ ai + 2 víi mäi i = eq \x\to(\a(,))
( ai+1-ai (  2 ( bi+1-bi ( 3 vµ b1 (  1, bk ( n
Ta ®Þnh nghÜa f(A) = b = { b1, b2 ,... bn }={ a1+1-k, a2+2-k,... ak  }

Suy ra B 

 B. Do vËy f lµ mét ¸nh x¹ tõ A vµo B. Ta dÔ dµng chøng minh ®­îc f  lµ song ¸nh.

V× tån t¹i mét song ¸nh gi÷a A vµ B nªn |A|=|B| hay an=bn

Râ rµng c¸ch thø hai ng¾n gän vµ s¸ng sña h¬n nhiÒu so víi c¸ch thø nhÊt ë trªn. Tuy nhiªn mçi c¸ch ®Òu cã c¸i hay riªng cña nã. Nã sÏ lµ c¬ së gióp ta gi¶i quyÕt nh÷ng vÊn ®Ò hãc bóa h¬n sau nµy.

Vµ sau ®©y chóng ta sÏ ®i vµo gi¶i quyÕt nh÷ng bµi to¸n khã h¬n ( C¸c bµi TST, olympic to¸n c¸c n­íc,…)
4. ( VN TST 96-97 ) :  Cho các số nguyên dương [image: image1.png]


 với [image: image2.png]


 và [image: image3.png]Eip+1)<n



. Cho n điểm phân biệt nằm trên 1 đường tròn tô tất cả n điểm đó bởi 2 màu xanh đỏ ( mỗi điểm 1 màu ) sao cho có đúng k điểm tô màu xanh và trên mỗi cung tròn mà 2 đầu mút là 2 điểm xanh liên tiếp ( tính theo chiều kim đồng hồ ) luôn có ít nhất p điểm đỏ. Hỏi có bao nhiêu cách tô màu khác nhau ? ( Hai cách tô khác nhau nếu có ít nhất 1 điểm tô bởi 2 màu khác nhau trong 2 cách tô đó )  
§©y thùc sù lµ mét bµi to¸n khã. Chóng ta sÏ cÇn sö dông mét bæ ®Ò nhá trong chøng minh bµi to¸n nµy .
 *)  Bæ ®Ò : Cho n ®iÓm ph©n biÖt cïng n»m trªn mét ®­êng th¼ng. T« n ®iÓm bëi 2 mµu xanh vµ ®á sao cho cã ®óng k ®iÓm ®­îc t« bëi mµu xanh vµ gi÷a hai ®iÓm mµu xanh liªn tiÕp ( tÝnh tõ tr¸i qua ph¶i ) cã Ýt nhÊt p ®iÓm ®­îc t« bëi mµu ®á vµ ë bªn ph¶i ®iÓm xanh cuèi cïng cã Ýt nhÊt p ®iÓm ®­îc t« mµu ®á. Khi ®ã sè c¸ch t« mµu kh¸c nhau lµ Ckn-kp.
 *) Chøng minh : LÇn l­ît tõ tr¸i qua ph¶i gäi c¸c ®iÓm lµ 1 , 2 , … n. §Æt t­¬ng øng mçi c¸ch t« mµu víi bé k sè nguyªn d­¬ng { i1, i2,…ik } trong ®ã  i1, i2, … ik lµ c¸c ®iÓm t« xanh tho¶ m·n yªu cÇu ®Ò bµi. Kh«ng gi¶m tæng qu¸t gi¶ sö i1 < i2 < … <ik.
Khi ®ã ta cã ij+1-ij >p ( j = eq \x\to(\a(,))
vµ i1 ( 1, ik ( n-p. DÔ thÊy t­¬ng øng nãi trªn x¸c lËp mét song ¸nh tõ tËp gåm tÊt c¶ c¸c c¸ch t« mµu tíi tËp : 

T={(i1<i2<...<ik) | iJ 

 eq \x\to(\a(,))
} ( j 

eq \x\to(\a(,))
; ij+1-ij > p ( j = eq \x\to(\a(,))

Gäi T0 lµ hä c¸c tËp con cã k phÇn tö cña { 1, 2. ... n-kp }. XÐt ¸nh x¹ f  : T→T0  cho      nh­ sau : Gi¶ sö M ={ (m1< m2<….<mk)} 

 T. §Æt ni=mi-ip+p ( i = eq \x\to(\a(,1.k)) .

Do mi+1-mi>p ( ni+1-ni ( 1. Do ®ã 1 ( n1 < n2 < … < nk ( n-kp.

Ta ®Þnh nghÜa f (M)=N={ n1, n2,….nk} th× N 

 T0.

 Do vËy f  lµ mét ¸nh x¹ tõ T vµo T0. DÔ chøng minh ®­îc f lµ song ¸nh. 

VËy ta cã dpcm.

 *)       B©y giê trë l¹i bµi to¸n. LÇn  l­ît theo chiÒu kim ®ång hå ta gäi c¸c ®iÓm lµ A1, A2, ... An. Gäi X lµ tËp gåm tÊt c¶ c¸c c¸ch t« mµu kh¸c nhau. 

XÐt ph©n ho¹ch 


X = X1 ( X2 . 
Trong ®ã X1= { x 

 X | trong x cã ®iÓm  mµu xanh n»m trong { A1, A2, ....Ap }} vµ            X2 = X | X1 .  HiÓn nhiªn víi x 

 X2 th× trong  x  kh«ng  cã  ®iÓm  xanh   nµo  thuéc  tËp   {A1,... An}. Do ®ã theo bæ ®Ò ta cã |X2|=Ckn-kp.

 XÐt X1. KÝ hiÖu X1i = { x 

 X | trong x cã Ai ®­îc t« xanh , i = eq \x\to(\a(,))
 }. Khi ®ã ta lu«n cã X1i ( X​​1j = (  víi i ≠ j 

 { 1, 2, …p } vµ X1 = X11 (  X12  ( …( X1p
 Víi  mçi i = eq \x\to(\a(,))
  , theo bæ ®Ò ta cã  | X1i | = C k-1n-1-p-(k-1)p = Ck-1n-kp-1
Do ®ã |X1|=pCk-1n-kp-1.

VËy |X|= p Ck-1n-kp-1+ Ckn-kp
5. ( IMO - 1987 ) Gäi pn(k) lµ sè c¸c ho¸n vÞ cña { 1, 2, … n } cã ®óng k                        ®iÓm cè ®Þnh. Chøng minh r»ng  ∑ kpk(n) = n! víi k = eq \x\to(\a(,))

Râ rµng trong bµi to¸n nµy viÖc ®i chøng minh trùc tiÕp ®¼ng thøc lµ kh«ng hÒ ®¬n gi¶n. Tõ ®ã ta h×nh thµnh ý t­ëng dùa vµo c¸c ph­¬ng ph¸p kh¸c nhau ®Ó tÝnh sè phÇn tö cña cïng mét tËp hîp, th«ng qua ®ã ta thu ®­îc c¸c kÕt qu¶ b»ng nhau.
Lêi gi¶i : tÝnh tÊt c¶ c¸c cÆp ( x , y ) trong ®ã y lµ ho¸n vÞ víi x lµm ®iÓm cè ®Þnh. Víi mçi gi¸ trÞ cña x ta cã (n-1)! ho¸n vÞ y nhËn x lµm ®iÓm cè ®Þnh. 

 Nh­ vËy khi cho x = eq \x\to(\a(,))
  ta cã sè cÆp ( x , y ) lµ n! cÆp.

MÆt kh¸c khi ta tÝnh sè cÆp theo y th× ta ®­îc tæng bªn tr¸i. ThËt vËy, víi mçi k tho¶ m·n 0 (  k (  n cã pk(n) ho¸n vÞ víi k ®iÓm cè ®Þnh vµ øng víi mçi ho¸n vÞ nµy sÏ cã k cÆp ( x , y ) kh¸c nhau nªn sè cÆp ( x, y ) lµ  ∑ kpk(n) = n! víi k = eq \x\to(\a(,))

§Õn ®©y ta cho hai gi¸ trÞ nµy b»ng nhau ta cã ®pcm.
Bªn c¹nh nh÷ng øng dông cña phÐp song ¸nh th× ta còng cã thÓ sö dông ¸nh x¹ ®¬n ¸nh, toµn ¸nh ®Ó gi¶i c¸c bµi to¸n tæ hîp

6.  ( IMO - 1989 )  Mét ho¸n vÞ a1a2...a2n cña { 1, 2, … 2n} , n 

 N ®­îc gäi lµ cã tÝnh chÊt P nÕu | ai - ai+1 | = n ®óng víi Ýt nhÊt mét gi¸ trÞ cña i 

 {1, 2, … 2n-1} Chøng minh r»ng víi mäi gi¸ trÞ cña n th× sè ho¸n vÞ cã tÝnh chÊt P lu«n lín h¬n sè ho¸n vÞ kh«ng cã tÝnh chÊt Êy.
 Lêi gi¶i 

Chóng ta sÏ b¾t ®Çu tõ nh÷ng tr­êng hîp nhá tr­íc . 

DÔ dµng kiÓm chøng kh¼ng ®Þnh  víi n = 1
Gi¶ sö n ( 2. Gäi A, B  t­¬ng øng lµ c¸c tËp kh«ng cã vµ cã tÝnh chÊt P . Ta sÏ chøng minh |A| < |B|  . B©y giê ta sÏ chøng minh dùa trªn ý t­ëng thiªt lËp mét ¸nh x¹ f  tõ A vµo B sao cho f  lµ ®¬n ¸nh nh­ng kh«ng lµ toµn ¸nh. 
§Æt T = a1a2...a2n  lµ mét phÇn tö cña A. Do T  kh«ng cã tÝnh chÊt P nªn hai phÇn tö liªn tiÕp nµo còng h¬n kÐm nhau mét kho¶ng kh¸c n.
Do ®ã phÇn tö  c¸ch a1 kho¶ng c¸ch n lµ ak trong ®ã 2 < k < 2n+1.

§Æt T0 = f (T) = a2a3...ar-1a1arar+1... a2n. Khi ®ã { x1, xr } lµ cÆp liÒn kÒ cã kho¶ng c¸ch n. V× vËy T0 

 B .
Suy ra f  lµ mét ¸nh x¹ tõ A vµo B. 

*) f lµ ®¬n ¸nh : §Æt ( = x1x2…x2n vµ ( =y1y2…y2n vµ (, ( 

 A vµ  thµnh phÇn c¸ch x1, y1 kho¶ng c¸ch n thø tù lµ xr vµ ys trong ®ã 3 (  xr, ys (  2n . 

Gi¶ sö f( ( ) = f( ( )  (  x2x3...xr-1x1xrxr+1... x2n = y2y3...ys-1y1ysys+1... y2n
· ( x1 , xr ) vµ ( y1 , ys ) lµ c¸c cÆp c¸ch nhau n t­¬ng óng trong f (() vµ  f ((). Do ®ã ta suy ra r=s (  x1 = y1 , xr=ys. ThËt vËy nÕu  r ≠ s  th× ta sÏ t×m ®­îc mét cÆp sè ( xi , xi+1) tho¶ m·n |xi-xi+1|=n, tr¸i gi¶ thiÕt (, ( 

 A .

·  xi=yi ( i = eq \x\to(\a(,))
  hay ( = (. VËy f lµ ®¬n ¸nh.   

*) f kh«ng lµ toµn ¸nh 

Do f (A) chøa tÊt c¶ c¸c ho¸n vÞ cña S chØ gåm 1 cÆp liÒn kÒ c¸ch nhau n  vµ B gåm c¸c ho¸n vÞ  chøa Ýt nhÊt mét cÆp liÒn kÒ c¸ch nhau n nªn f(A) 

 B . Suy ra f kh«ng lµ toµn ¸nh.

 VËy ta cã ®iÒu ph¶i chøng minh.

 NhËn xÐt : Ch­ng minh trªn cã thÓ më réng ra víi kho¶ng c¸ch k bÊt k× chø kh«ng nhÊt thiÕt ph¶i  lµ n ( k 

 { 1, 2, …n }

III - Bµi tËp tù gi¶i : 
1. (Ucraina MO 1996)  Gọi  [image: image4.png]


 là tập tất cả các số nguyên dương [image: image5.png]


 ( viết theo hệ thập phân) có [image: image6.png]


 chữ số 1, n chữ số [image: image7.png]


 và không có chữ số nào khác.[image: image8.png]


 là tập tất cả các số nguyên dương có n chữ số thuộc tập { [image: image9.png]


 } và số chữ số 1 bằng số chữ số [image: image10.png]


. Chứng minh [image: image11.png]5,




2. ( VMO 1995)  Từ các chữ số { [image: image12.png]


 } có thể lập được bao nhiêu số có [image: image13.png]


 chữ số thỏa mãn đồng thời
                 i)Trong mỗi số, mỗi chữ số có mặt đúng [image: image14.png]


 lần
                ii)Trong mỗi số,  hai chữ số giống nhau không đứng cạnh nhau
3. Tính
[image: image15.png]I iz‘cﬁ.o}l,ﬁ




theo [image: image16.png]



4.  (VMO - 1995) Cho số nguyên n ≥ 2 và cho một đa giác đều 2n đỉnh. Người ta tô tất cả các đỉnh của đa giác đều đó bởi n màu sao cho các điều kiện sau được đồng thời thoả mãn
                   i) Mỗi đỉnh được tô bởi một màu;
                  ii) Mỗi màu được dùng để tô cho đúng hai đỉnh không kề nhau.
        Hai cách tô màu, thoả mãn các điều kiện trên, được gọi là tương đương nếu cách tô màu này có thể nhận được từ cách tô màu kia nhờ một phép quay quanh tâm của đa giác đều đã cho.
        Hỏi có tất cả bao nhiêu cách tô màu đôi một không tương đương?
Nh­ vËy sau c¸c  vÝ dô trªn chóng ta ®· cã c¸i nh×n “thiÖn c¶m” h¬n víi ph­¬ng ph¸p ¸nh x¹  nãi riªng vµ c¸c bµi to¸n tæ hîp nãi chung. §èi víi c¸ nh©n t«i mµ nãi th× ®©y qu¶ thùc lµ mét ph­¬ng ph¸p gi¶i rÊt hay, rÊt ®Ñp, thÓ hiÖn ë sù tinh tÕ , ngÉu høng cña nã. §Ó t×m ra mét lêi gi¶i cho mét bµi to¸n b»ng ph­¬ng ph¸p nµy  qu¶ thùc kh«ng hÒ ®¬n gi¶n, nh­ng khi ®· t×m ra th× cã c¶m gi¸c v« cïng tuyÖt vêi. Hi väng c¸c b¹n Ýt nhiÒu ®· t×m ra cho m×nh nh­ng kinh nghiÖm ®Ó gi¶i quyÕt nh÷ng bµi to¸n tæ hîp hãc bóa h¬n sau nµy.
CHóC c¸c b¹n häc tËp thËt tèt !!!
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